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un numero de 1428 cifras
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El problema

92727 mod 45 = ?

02727 — 47179189981253657324821082681127 . ..

un numero de 1428 cifras

92%" =27 (mod 45)

Atajo: reducir el exponente antes de calcular.



1. ;Qué cuenta p(n)?

¢(n) = cantidad de enteros k entre 1 y n con mcd(k,n) =1

¢(n): cuantos enteros de 1 a n son primos relativos con n.



1. ;Qué cuenta p(n)?

¢(n) = cantidad de enteros k entre 1 y n con mcd(k,n) =1

Primos relativos: sin factores en comtin, med(k,n) = 1.



1. ;Qué cuenta p(n)?

¢(n) = cantidad de enteros k entre 1 y n con mcd(k,n) =1
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Comparten un factor con 10 los multiplos de 2 y los de 5.



1. ;Qué cuenta p(n)?

¢(n) = cantidad de enteros k entre 1 y n con mcd(k,n) =1
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Comparten un factor con 10 los multiplos de 2 y los de 5.



1. ;Qué cuenta p(n)?

¢(n) = cantidad de enteros k entre 1 y n con mcd(k,n) =1

BEABVa WAl arip

10=2 x5

7~

0(10) = 4

©(10) = 4: entre 1 y 10 hay 4 primos relativos con 10.



2. Calcular ¢(n) sin contar

Regla 1: p primo

Regla 2: potencia de un primo

Regla 3: m y n primos relativos

Contar uno por uno no sirve con nimeros grandes.



2. Calcular ¢(n) sin contar

Regla 1: p primo 1 2 3 4 5 6 /
p(p)=p—1 (M) =T = 1=

Regla 2: potencia de un primo

Regla 3: m y n primos relativos

Con un primo solo se descarta el propio p.
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A pF se le resta la potencia anterior, p*~!.
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Regla 1: p primo 1 2 3 4 5 6 /
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2. Calcular ¢(n) sin contar

Regla 1: p primo 1 2 3 4 5 6 /
p(p)=p—1 (M) =T = 1=
Regla 2: potencia de un primo 1 2 /3/ 4 5 ﬁ’ 7 8 /@’

k k k—1
p(P")=p" —p 0(3)=32_-3'=9-3=26

Regla 3: m y n primos relativos

o(m-n) = p(m) - p(n) P(10) = p(2) x p(5) =1 x4 =4

La regla 3 solo vale si m y n no comparten factores.



2. Calcular ¢(n) sin contar

Regla 1: p primo 1 2 3 4 5 6 /
p(p)=p—1 (M) =T = 1=
Regla 2: potencia de un primo 1 2 /3/ 4 5 ﬁ’ 7 8 /@’

k k k—1
p(P")=p" —p 0(3)=32_-3'=9-3=26

Regla 3: m y n primos relativos

o(m-n) = p(m) - p(n) P(10) = p(2) x p(5) =1 x4 =4

Receta: factorizar, aplicar la regla 2 a cada potencia de primo y multiplicar.
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2% mod 7
3% mod 7
4% mod 7
5% mod 7
6* mod 7



3. El pequeno teorema de Fermat

k 1 2 3 4 5

2k mod 7
3% mod 7 3 2 6 4 5

4F mod 7
5% mod 7
6% mod 7

Cada casilla: la anterior por 3, médulo 7.



3. El pequeno teorema de Fermat

k 1 2 3 4 5

2k mod 7
3% mod 7 3 2 6 4 5

4F mod 7
5% mod 7
6% mod 7

Después del 1, las potencias se repiten.




3. El pequeno teorema de Fermat

k 1 2 3 4 D 6
2% mod 7 J 4 1 2 4 1
3% mod 7 3 2 6 4 5 1
4% mod 7 4 2 1 4 2 1
5% mod 7 5 4 6 2 3 |1
6 mod 7 6 1 6 1 6 (L

Con cualquier base, la potencia 6 da 1 mdédulo 7.



3. El pequeno teorema de Fermat

k 1 2 3 4 D 6
2% mod 7 J 4 1 2 4 1
3* mod 7 3 2 6 4 5 1
4% mod 7 4 2 1 4 2 1
5% mod 7 5 4 6 2 3 |1
6 mod 7 6 1 6 1 6 (L

[p primo, pta = o’ '=1 (mod p)]

Con modulo primo p, el exponente p — 1 siempre da 1.



3. El pequeno teorema de Fermat

[p primo, ptfa = o’ '=1 (mod p)]

El exponente de Fermat es ¢(p).



3. El pequeno teorema de Fermat

[p primo, pta = a’ ' =1 (mod p)]

Sipla: a*=0 (mod p)

Si a es multiplo de p, el teorema no aplica.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

5123 tiene 86 cifras. Hay que reducir el exponente.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 13¢5

51 =1 (mod 13)

Fermat con p = 13: el exponente que da 1 esp — 1 = 12.
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51 =1 (mod 13)

Cada grupo de 12 en el exponente vale 1.
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Cada grupo de 12 en el exponente vale 1.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 1315 5123 _ £12x10+3

51 =1 (mod 13)

123 =12 x 10+ 3

el exponente, dividido entre 12

Cada grupo de 12 en el exponente vale 1.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 1315 5123 _ £12x10+3

5 =1 (mod 13) = (5")19 x 5°

123 =12 x 10+ 3

el exponente, dividido entre 12

Leyes de los exponentes: a* %1% = (a*)¥ x a?.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 13¢5

51 =1 (mod 13) =

(

512

5123 — 512)( 1043

)10 N 53

= 75 5 B

123 =12 x 10+ 3

el exponente, dividido entre 12

Todos los grupos completos desaparecen.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 1315 5123 _ £12x10+3

5 =1 (mod 13) = (610 x 5°

= 75 5 B

123 =12 x 10+ 3
el exponente, dividido entre 12 — 125 — 8 (mOd ].3)

Division: 125 =13 x 9 4+ 8.



4. Primer ejemplo: 5'?% médulo 13

5123 mod 13

13 es primo y 13¢5

5123 — 512)( 1043

5 =1 (mod 13) = (610 x 5°
= {2 s
123 =12 x 10+ 3
el exponente, dividido entre 12 — 125 — 8 (mOd ].3)

5% =8 (mod 13)]

El exponente se reduce médulo p — 1 = 12: de 123 a 3.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?P) =1 (mod p)

Fermat: p primo, p{a



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?P) =1 (mod p) > |a¥™ =1 (mod n)

Fermat: p primo, p{a Euler: med(a,n) =1

Teorema de Euler. Fermat es el caso en que n es primo.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

& N

a?P) =1 (mod p) > |a¥™ =1 (mod n)
Fermat: p primo, p{a Euler: med(a,n) =1
k | 2 3 4 ©(10) =4
3" mod 10
7" mod 10
9% mod 10

Teorema de Euler. Fermat es el caso en que n es primo.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?P) =1 (mod p)

Fermat: p primo, p{a

7~

a?™ =1 (mod n)

Euler: mcd(a,n) =1

a

4 ©(10) =4

k 1 y 3
3% mod 10 S (R
7% mod 10 7 9 3
9% mod 10 9 1 9

Teorema de Euler. Fermat es el caso en que n es primo.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?(?) =1 (mod p) > | g2 =1 (mod n)
Fermat: p primo, p{a Euler: med(a,n) = 1
k 1 2 3 4 ©(10) =4
3% mod 10 3 9 7 med(3,10) = 1
7% mod 10 7 9 3 med(7,10) = 1
9* mod 10 9 1 9 med (9, 10) = 1

3, 7y 9 son primos relativos con 10: su potencia 4 es 1.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?P) =1 (mod p)

Fermat: p primo, p{a

7~

a?™ =1 (mod n)

Euler: mcd(a,n) =1

a

k 1 Z 3 4 p(10) =4
3% mod 10 3 9 7 med(3,10) = 1
7% mod 10 7 9 3 med(7,10) = 1
9* mod 10 9 1 9 med (9, 10) = 1
2% mod 10 2 4 8 6 med(2,10) = 2

3, 7y 9 son primos relativos con 10: su potencia 4 es 1.



5. Si el médulo no es primo: el teorema de Euler

a?P) =1 (mod p)

Fermat: p primo, p{a

7~

a?™ =1 (mod n)

Euler: mcd(a,n) =1

a

k 1 Z 3 4 p(10) =4
3% mod 10 3 9 7 med(3,10) = 1
7% mod 10 7 9 3 med(7,10) = 1
9* mod 10 9 1 9 med (9, 10) = 1
2% mod 10 2 4 8 6 med(2,10) = 2

Antes de usar el teorema: revisar que mcd(a,n) = 1.



6. Segundo ejemplo: 927?7" médulo 45

92727 mod 45

45 no es primo: se usa el teorema de Fuler.



6. Segundo ejemplo: 927?7" médulo 45

92727 mod 45

1. La base 02 =45 x24+2 — 92=2 (m0d45)

Paso 1: la base se reduce modulo n.



2727 médulo 45

92727 mod 45

1. La base 02 =45 x24+2 — 92=2 (m0d45)

2. (45) 45 — 32 % 5 wlals = (B0 =25 = 1) = 6 e 4l = 2l

Paso 2: (n), a partir de la factorizacién.



2727

6. Segundo ejemplo: 9 modulo 45

92727 mod 45

1. La base 02 =45 x24+2 — 92=2 (m0d45)

2. (45) 45 — 32 % 5 wlals = (B0 =25 = 1) = 6 e 4l = 2l

3. La condicion mcd(2, 45) =N]a— [224 =3 | (l’IlOd 45)]

Paso 3: la base y el médulo deben ser primos relativos.



2727 médulo 45

92727 mod 45

1. La base

2. p(45)

3. La condicion

4. El exponente

92=45%x24+2 = 92=2 (mod 45)

=80k b =" =3 F = 1) =6 =20

mecd(2,45) =1 = [224 =1 (mod 45)]

271=24x30+7

Paso 4: el exponente, dividido entre ¢(n).



6. Segundo ejemplo: 92727 médulo 45

92727 mod 45
92 =2 (mod 45) 99727 = 9727

— (224 )30 % 27

2°* =1 (mod 45)

TeuT = b s B4l =

Paso 5: reemplazar y simplificar.



6. Segundo ejemplo: 92727 médulo 45

92727 mod 45

92 =2 (mod 45) 99727 = 9727

2°* =1 (mod 45) ~

TeuT = b s B4l =

(

224

)30 N 27

= 130 x 27

— 128 =38 (mod 45)

Division: 128 = 45 x 2 4 38.



6. Segundo ejemplo: 92727 médulo 45

92727 mod 45

92 =2 (mod 45) 99727 = 9727
_ ([524)\30 7
2°% =1 (m0d45)] = ()™ x 2
= 1% x 27

TeuT = b s B4l =

— 128 =38 (mod 45)

92727 =38 (mod 45)]

El exponente bajé de 727 a 7.



6. Segundo ejemplo: 92727

92727 mod 45

modulo 45

92 =2 (mod 45) 99727 = 9727
2°* =1 (mod 45)] = (224)%° x 27
=130 x 27
27T =24 x 30+ 7

=128 =38 (mod 45)

92727 =38 (mod 45)]

Si el exponente reducido sigue siendo grande: square and multiply.
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1. Reducir la base a modulo n.
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1. Reducir la base a mdodulo n.

2. Calcular ¢(n). Si n es primo, ¢(n) =n — 1 (Fermat).



Para reducir a® modulo n

1. Reducir la base a mdodulo n.

2. Calcular ¢(n). Si n es primo, ¢(n) =n — 1 (Fermat).

3. Verificar que mecd(a,n) = 1: entonces a®™ =1 (mod n).



Para reducir a® modulo n

1. Reducir la base a moédulo n.
2. Calcular ¢(n). Si n es primo, ¢(n) =n — 1 (Fermat).
3. Verificar que mcd(a,n) = 1: entonces a¥™ =1 (mod n).

4. Dividir el exponente: e = p(n) x g+ r.



2

3

4

5

Para reducir a® médulo n
. Reducir la base a médulo n.
. Calcular ¢(n). Si n es primo, p(n) =n — 1 (Fermat).
. Verificar que mcd(a,n) = 1: entonces a®™ =1 (mod n).
. Dividir el exponente: e = p(n) X g+ 7.

. Reemplazar: a® = a" (mod n).



