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307180606913594390117978657628360735703373091
543821695941623353827100004182416124412952576

un numero de 90 cifras

Camino directo: 114 multiplicaciones y niimeros enormes.



El problema

611° mod 19 =7

611° =6 x6X6X%X---%X6
A e Y ——

115 veces

un nuimero de 90 cifras

Square and multiply: pocas operaciones y niimeros pequenos.



211 médulo 13

211m0d13 11=8+2+1

Paso 1: el exponente en binario (suma de potencias de 2).



211 médulo 13
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Paso 1: el exponente en binario (suma de potencias de 2).



211 médulo 13

9211 116d 13 11=84+2+1=(101 1)
a 2 1 0
1 b@ Exponente acumulado
w = 2°
L w=1 |
modulo 13

Se empieza con w = 1 y se leen los bits de izquierda a derecha.



211 médulo 13

9211 116d 13 11:8+2+1:(%9}1)2

0

1 b; Square Multiply Exponente acumulado

w = 2Y

E=N

modulo 13

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



211 médulo 13

911 10d 13 11:8+2+1:011)z
3l 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
w = 2"
[ w=1
modulo 13

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.
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911 10d 13 11:8+2+1:011)z
3l 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
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=17
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Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



211 médulo 13

911 10d 13 11:8+2+1:011)z
3l 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
3 1 w=12=1 w=1x2=2 1
=17
[ w=2
modulo 13

A la derecha: la potencia que llevamos y el valor de w.



211 médulo 13

211 mod 13

11=8+2+1= (1

Multiply

1 1)

2]1 0

Exponente acumulado

w=1lx2=2

10
w = 2°

[ w=1 |
modulo 13

A la derecha: la potencia que llevamos y el valor de w.



211 médulo 13

911 10d 13 11:8+2—|—1:(11 1)2
31211 0

? b;  Square Multiply

3 Il w—12: w=1lx2=2

2 0 w=2%°=1

Square duplica el exponente: agrega un 0 al final.

Exponente acumulado

10
w = 2°

[ w=1 |
modulo 13



211 médulo 13

911 10d 13 11:8+2—|—1:(11 1)2
31211 0

? b;  Square Multiply

3 Il w—12: w=1lx2=2

2 0 w=2%°=1 I

Square duplica el exponente: agrega un 0 al final.

Exponente acumulado

10
w = 2°

[ w=1 |
modulo 13



211 médulo 13

21 mod 13 11'= 82 1 = (1 01)2
3 2 1(1]0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
__ 92 __ —
2 0 w=2-=4 w:24
1 1 w=4"=16=3

=7 ]

modulo 13

Square duplica el exponente: agrega un 0 al final.



211 médulo 13

211 1164 13 11=8+2+1= (10
3 211

7 b; Square Multiply

2 0 w=2%=14 —

1 1 w=4% =16 = 3 w=3x2=0

Square duplica el exponente: agrega un 0 al final.

Exponente acumulado

101

w = 2°

K=

modulo 13




211 médulo 13

211 1164 13 11=8+2+1= (10
3 211

7 b; Square Multiply

2 0 w=2%=14 —

1 1 w=4% =16 = 3 w=3x2=0

Multiply le suma 1: el ultimo bit pasa a 1.

Exponente acumulado

101

w = 2°

K=

modulo 13




211 médulo 13

211 16d 13 11:8+2+1:(§(Q)}%2

? b;  Square Multiply Exponente acumulado
3 1 w=1“=1 w=1x2=2 PRER IR

2 0 w=22=4 — W — 210

I 1 w=4>=16=3 w=3x2=6

0 1 w=62=36=10 [ w:10]

modulo 13

Multiply le suma 1: el ultimo bit pasa a 1.



211 médulo 13

211 16d 13 11:8+2+1:(§(Q)}%2

? b;  Square Multiply Exponente acumulado
SR [t < =] =142 =2 PSS 1581

2 0 w=2%2=14 — o — 911

1 1 w=4°=16=3 w=3%x2=26

0 1 w=6°=36=10 W= S22 0I=N [ w="7 ]

modulo 13

Multiply le suma 1: el ultimo bit pasa a 1.



211 médulo 13

911 1od 13 11:8+2+1:(§(Q)}%)2

? b;  Square Multiply Exponente acumulado
SR [t < =] =142 =2 PSS 1581

2 0 w=2%2=14 — o — 911

1 1 w=4°=16=3 w=3%x2=26

0 1 w=6°=36=10 W= S22 0I=N [ w="7 ]

modulo 13

[211 =7 (mod 13)]

El exponente acumulado coincide con el exponente original.



211 médulo 13

911 1od 13 11:8+2+1:(§(Q)}%)2

? b;  Square Multiply Exponente acumulado
SR [t < =] =142 =2 PSS 1581

2 0 w=2%2=14 — o — 911

1 1 w=4°=16=3 w=3%x2=26

0 1 w=6°=36=10 W= S22 0I=N [ w="7 ]

modulo 13

[211 =7 (mod 13)]

Comprobacién: 2! = 2048 = 13 x 157 + 7.



De vuelta al problema grande



6115 mddulo 19

6115 mod 19 G == @R = = (Ll 008 Ll
6 5 4 3 2 1 0

Paso 1: el exponente en binario.



6115 mddulo 19

glisE oile 115=64+32+16+2+1= (111001 1)
6 o 4 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
w = 6°
L w=1 |
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115=64+32+16+2+1= 110011)2
6o 4 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
w = 6°
oo
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115=64+32+16+2+1= 110011)2
6o 4 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
6 1 w=12=1 w=1x6=6 1
w = 6
[ w=6 |
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115:64+32+16+2+1:(110011)2
6|24 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
6 1 w=12= w=1x6=6 10
2 .
[ w =17 ]
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115:64+32+16+2+1:(110011)2
6|24 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
6 1 w=12= w=1x6=6 11
— Q2 _ - __ _ _
5! 1 w=06°=36 =17 w=17x6=102=7 o = (B2
L w="7 ]
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115=64+32+16+2+1= (1 10011)2
6 o141 3 2 1 0
1 b; Square Multiply Exponente acumulado
— Q2 _ - _ _ _
5! 1 w=06°=36 =17 w=17x6=102=7 o — (o
4 1 w=T7"=49=11 w=11x6=66=9
[ w=9 |
modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

6115 mod 19 115:64+32+16+2+1:(%%19}%)

? b;  Square Multiply Exponente acumulado
6 1 w=12= w=1x6=6 1 L1430

5 1 w=62=36=17 w=17Tx6=102=7 w — 6l

4 il =T =49=11 w=11x6=66=9

3 0 w=92=81= [ w =05 ]

modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

glisE oile 115:64+32+16+2+1:(11101 1)2
6 o 4 31211 ©

1 b; Square Multiply Exponente acumulado
6 1 w=12=1 w=1x6=6 IS IS

_f2 _ap — _ _ _
5 Il w=06°=36=17 w=17x6=102=7 ’w=628
4 I w=T=49=11 w=11x6=66=9
2 0 w=52=2556 modulo 19

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



611° médulo 19

6115 mod 19 115:64+32+16+2+1:(111001)2

6 o 4 3 2 |11 0
1 bz Square Multip]y Exponente acumulado
_ Q2 _ - _ _ —

5 Il w=06°"=36=17 w=17x6=102=7 ’LU:657

4 I w=T° =49 =11 w=11x6=66=9

2 0 w=52=2556 e modulo 19

1 1 u=h == 7 w=17Tx6=102=7

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



611° mddulo 19
6115 mod 19 115z64+32—|—16—|—2—|—1:(1110012
6 5 4 3 2 110
1 bz Square Multip]y Exponente acumulado
5 Il w=6%=36=17 w=17Tx6=102=7 w — @115
4 I w="T=49=11 w=11x6=66=9
2 0 w=52 =20=06 e modulo 19
1 1 w=62=36=17 w=17x6=102=7
0 1 w="T>=49=11 w=11xX6=66=9

Square: siempre. Multiply: solo si el bit es 1.



6115 mddulo 19

w="T7>=49=11 w=11xXx6=66=9

glisE oile 115=64+32+16+2+1=(111001 1)
6 5 4 3 2 1 0
1 b@ Square Multiply Exponente acumulado
5 1 w=62=36=17 w=17x6=102=7 w — @115
4 I =T =49=11 w=11x6=66=9
2 0 w=52=2556 N modulo 19
1 1l
0 1

[6115 =9 (mod 19)]

El exponente acumulado coincide con el exponente original.



Exponente acumulado

1110011

w — 6115

o= ]

modulo 19

611° médulo 19
6115 mod 19 115:64+32+16+2+1:(%HQQH)Q
? b;  Square Multiply
§ I =1 = w=1x6=26
5 1 w=6>=36=17 w=17Tx6=102=7
4 I =7 —19=11 w=11x6=66=9
3 0 w=9*=81=5 —
v == =0 —
I 1 w=62=36=17 w=17Tx6=102=7
0 1 w=7"=49=11 w=11x6=66=9

[6115 =9 (mod 19)]

7 cuadrados y 5 multiplicaciones, en lugar de 114.
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Para calcular a® modulo m

1. Escribir el exponente e en binario.

2. Empezar con w = 1.

Z

3. Por cada bit, de izquierda a derecha: Square, w = w® moédulo m.



Para calcular a® modulo m

1. Escribir el exponente e en binario.

2. Empezar con w = 1.

3. Por cada bit, de izquierda a derecha: Square, w = w? médulo m.

4. Si el bit es 1: Multiply, w = w X a médulo m.



Para calcular a® modulo m

1. Escribir el exponente e en binario.

2. Empezar con w = 1.

3. Por cada bit, de izquierda a derecha: Square, w = w? médulo m.
4. Si el bit es 1: Multiply, w = w X a moédulo m.

5. Al terminar los bits, w es la respuesta.



